MMP II - Ruben Leuzinger(Ziltener)

1 Gruppen

Gruppe: Paar (G, *) mit * : GXxG — G und (i) * assoziativ; (1) Je
neutral: exg = gxe = g; (i) Vg Ih Linksinverses: h*g = e. Dann ist
g~ ' eindeutig und links = rechts. |G| := #G. abelsch: gxh=hx*g.

Untergruppe: H C G ist UG von G & (i) H # 0; (ii)
ghe H=gxhecH; (ii)ge H= g ' € H Dann ist (H, x|z)
Gruppe.

direktes Produkt: (G'xG’,0) mit (g,9")o(h,h) := (g*h, g’ R');
neutral (e, e’), (g, g')71 = (97179'71).

semidir. Produkt: p: G — Aut(H) Homo; G x, H := (G x H,*,),

(g,h) %, (¢', 1) :== (g% g, h-pg(h')). p=id = direktes Produkt.
Homomorphismus: ¢ : (G,*) — (G', ") mit ¢(gxh) = ©(g)* @(h).
Dann <p( Y=¢€, o(g7") = p(g)"; kerp ist UG von G, im ¢ ist UG
von G'; ¢ inj. < kerp = {e}. Iso: bijektiver Homo.

Verkettung 1 o ¢ ist Homo; Umkehrfunktion eines Iso ist Iso
= (Aut(G), o) ist Gruppe.

Konjugation: c¢,(h) :=g+h*g '; ¢, € Aut(G).
Aquivalenzrelation: ~ auf X: reflexiv, symmetrisch, transitiv.
Aquivalenzklasse [a] := {b € X : a ~ b}; die Klassen zerlegen X.
Linksnebenklasse: aH := {axh:h € H}. Mita~b & a txbc
H gilt [a] = aH. Quotient G/H := {aH | a € G}, Projektion
m:G— G/H, n(a) = aH = [a].

Normalteiler: H ist NT von G & gxHxg™ ' C H Vg € G. Aqui-
valent: [a] - [b] := [a * b] ist auf G/H wohldefiniert. Quotientengruppe:
G/H ist Gruppe gdw H NT ist; neutral [¢] = H, [a] " = [a™"].
Homomorphiesatz: ker ¢ ist NT von G und @ : G/ ker ¢ =5 im v,
[a] — ¢(a), ist Iso.

Endliche Gruppen: Z, = Z/nZ (abelsch, Ord. n); S,
D, =(R,S|R"=S5"=e SRS=R
des reg. n-Ecks); Qs = {#1,+I,+J,+K} mit I* = J*> =
1J = K (Ord. 8).

Matrixgruppe: UG von (GL(n, K), o), e = Matrixmult., K = R, C;

A=A

(Ord. n!);
71) (Ord. 2n, Symmetriegr.
K? = -1,

. dim = reelle Dim.:

GL(n,R) {det A # 0} n’

GL(n,C) {det A # 0} on®

SL(n,R) ker det n®—1

SL(n,C) kerdet 2n° —2

O(n) {A"A=1} i)

SO(n)  O(n)NSL nn-l)

U(n) {A*A =1} n?

SU(n)  U(n)NSL n®—1

O(P7 ‘Z) A*<», ‘>p,q = <'a ’>p,q m(ngil): m=p+q i

Sp(2n)  A"Qs = Qs n(2n+1) t
p+q

(v, w)p,q quzwl quiwi (Lorentz: (1,3)); Qu(v,w) =

p+1

Z(U2i71w2i - 'U2iw2i71)~

k-Form: Abbildung ¢ : V¥ = V x ... x V.= K (k Faktoren),
V ein K-VR. (Fiir & = 2: bilinear / sesquilinear, nicht ausgeartet:
o, )=0=v=0.,)

Pullback: (Riickzug) von ¢ unter A € K™"*":

A= p(A A, (A0 ) =
Es gilt 1"p = ¢ und (AA4")* ¢ = A™(A%p).

formerhaltende Gruppe: G(y) := {A € GL(n,K) | A"p = ¢}
ist UG von GL(n,K). Fir ¢ reell bilinear & nicht ausgeartet:

p(Av, .., Avg).

G(p) = {A € K" | A"p = ¢} (formerhaltend = invertierbar).
Bsp. O(n) = G((:) ) O(p, fJ) = G(( )p,a), U(n), Sp(2n).
Polarisation: = 1 (q(v+w) — q(v) — q(w)), q(v) = (v,v): T
erhdlt ¢ = T erhalt ( ).

Bsp.: E(n) = O(n) x, R", Poincaré = O(1,3) x R*

Gruppenwirkung: > : G x X — X mit (i) e>z = z Va; (%)
(gxh)>z=g> (h>x).

Satz (Wirkung <+ Homo): Die Zuordnung > — &, ®p(g) :=
g > -, ist eine Bijektion

{Wirkungen von G auf X} <« {Homos G — (S(X),o0)},

S(X) = Bijektionen X — X. (Wirkung = “G permutiert X.)
Bahn: Gz = {g> z | g € G}; die Bahnen zerlegen X (Klassen von
r~y & dgiy=g>x).

Stabilisator: G, ={g|g>z =2z} ist UG von G.

Bahnensatz: ¢, : G/G, — Gz, aG, — al>z, ist wohldefiniert und
bijektiv.

Bahnformel: G endlich: |G| = |Gz| - |Gz|.

Lagrange: H UG von G endlich: |G| = |G/H| - |H]|.

Ordnung: ord(g) = |(g)| teilt |G[; ¢'°! = e.

Bézout: 3s,t € Z : ks + nt = ged(k,n). Damit: (k) = Z, <
ged(k,n) = 1.
Symmetriegruppe: Sym(X) = {® € E(n) | ®X) = X}

D,, = Sym(n-Eck).
Bsp. Oktaedergruppe: O = Sym(Wiirfel): Bahn einer Ecke hat
8 Elemente, Stabilisator 2 D3 (Ord. 6) = |Ox| =8 -6 = 48.
Matrix-Liegruppe: Matrixgruppe G C GL(n,K), die glatte Un-
termannigfaltigkeit von K™ " ist.

Untermannigf. (Bausteine): d-dim. UVR von R" ist d-dim. Un-
termannigf.; offene Teilmengen von RY

-1
Dim. (so ist GL(n, K) = det(K \ 0) eine); Urbild ¢~ (¢) mit Dg sur-
jektiv darauf ist Untermannigf. mit T, M = ker Dg(p).

Cartan: G (topologisch) abgeschlossen in GL(n,K) = Matrix-
Liegruppe.

Kriterium: f : GL(n,K) — V stetigy C C V abgeschlossen mit
fYC) = G = G abg. = Matrix-Liegruppe. Ist G zusitzlich be-
schrdankt, so ist G kompakt.

o f(A) = A%p, C = {¢p}: formerhaltende Matrizen G(y) sind Matriz-
Liegruppen (O(n), O(p,q), U(n),Sp). @ f = det, C' = {1}: SL(n,K);
Schnitte davon: SO, SU.

Gegenbsp. (keine Liegruppe) {(z) |z € Q\{0}} ist Matrixgrup-
pe, aber nicht abgeschlossen, also keine Matrix-Liegruppe.
Zusammenhang: ~ Weg von zo nach z1: stetig, v(0) = zo,v(1) =
z1. Kette:

sind Untermannigf. voller

konvex = sternférmig = zusammenziehbar

= einf. zshgd. = wegzshgd. = zshgd.

Fiir (Unter-)Mannigfaltigkeiten gilt wegzshgd. < zshgd. = Dbei
Matrix-Liegruppen sagt man nur “zusammenhingend”.

Go: = [e]~ = Wegzshgs.komponente der Eins (a ~ b :& Weg in
G von a nach b). Es gilt: Go ist NT von G, und G/Go = Menge der
Zshgs.komponenten (kanonisch eine Gruppe).
zusammenhingend: GL(n,C), SL(n,K), U(n), SU(n), SO(n),
SU(2) = 5%, SO™(1,3).

Konstruktion fir U(n): Spektralsatz A = U diag(e’®?, .., ') U™,

M(t) := U diag(e"**, .., e"*")U~" ist Weg in U(n) von 1 nach A.
nicht zusammenhingend: O(n): 2 Komp. {det = +1}, O(n)q =
SO(n), O(n)/SO(n) = {+1}; GL(n,R): 2 Komp.; O(1, 3): 4 Komp.,
0(1,3)0 = SO (1,3).

2 Darstellungen von Gruppen

Darstellung: Paar (V,p), p : G — Aut(V) Homo; = lineare G-
Wirkung. dim p := dim V.

Beispiele: trivial p(g) = id; Standard (G C GL(n,K)) p(A)v = Av;
induziert auf K~ zu G > X: (p=(9)f)(2) = f(g™" > x); regulir auf

C¢ (Basis (9n)nea, dim = [G)): (pres(9)f)(R) = F(g™'h), diquiv.
pres(9)61, = 8.

Homo/Aquivalenz: Homg(V,V') = {T linear|] Tp(g) =
0 (9)T YgY; p=2p’ = 3 bijektives T € Homg.

invarianter UR: W C V UVR mit p(g)W C W Vg. Unterdarstel-
lung pw (g) == p(g)lw.

irreduzibel: V # {0} und {0}, V sind die einzigen inv. UR.
vollst. reduzibel: 3 Zerlegung V =V @& --- & Vi in inv. UR mit
alle pv, irreduzibel.

Hilfssatz 2.13: Existiert zu jedem inv. W C V (dimV < o0) ein
inv. W' mit V=W @ W', so ist (V, p) vollst. reduzibel. (Hinreichen-
des Kriterium.)

unitdr: p(g) unitir Vg < p(g”") = p(g)*
invariant.

Satz: unitir = vollst. reduzibel (nimm W’ = W*, dann 2.13).

G endlich: Z(pgv,pgw>o ist p-
geG

& das SP ist p-

Unitarisierung: (v,w) :=
invariantes SP.

Maschke: Jede endl.dim. komplexe Darst. einer endlichen Gruppe
ist vollst. reduzibel.

Schur: p,p irred., endl.dim., komplez: (i) T € Homg(V,V') = T =
0 oder T Iso; (ii) T € Home(V, V) = T = Xid.

Kor.: Irred. komplexe Darst. einer abelschen Gruppe ist 1-dim.
Std. von S,: C"=C(1,...,1)®{z| sz = 0} = triv & Std; Std
ist irreduzibel, dim =n — 1.



Gegenbsp. (nicht vollst. red.) G = Z (unendlich),
auf C*: W = C x {0} inv., kein inv. Komplement ((}
bar.) = Maschke braucht |G| < co.

Gegenbsp. (Schur braucht C) SO(2) abelsch, Standarddarst. auf

R? ist reell irreduzibel, 2-dim. Uber C zerfillt sie in z — etz

3 Charaktertheorie (G endlich)

Skalarprodukt auf CC: (Summe iiber alle g € G, bzw. iiber die
Klassen C1, ..., Ck mit Gewicht |Cy|):

£f Z f(g

QGG

p(n) = (o)
1) nicht diag-

k
|—é‘ S 1G] H(Co) TG,

Orthog. Matrixelemente: p, p’ irred. unitir (ONB) Summe tiber
g € Gt (Pji7P;"i’) =0 falls p % o', und (pji, pyrar) = dunvazl 9;;:- Die
pe,ji bilden eine orthogonale Basis von ce.

Charakter: y, = trop: G — C: (i) Klassenfkt. x,(hgh™") = x,(9);
(i) p = 0 = xp = x5 (iii) Xp(e) = dim V5 (iv) Xpap = Xp + X3
(v) Xp®p" = XpXp's (vi) Xﬂ(gil) = Xp(9)-
Orthog. der Charaktere: p,p’ irred.:
sonst 0.

vollst. Liste: (pg)lzzlz paarweise indquivalent und jede irred. Darst.
ist zu einem p, &quivalent. Schreibe x¢ 1= x,,.

Vielfachheit: von p, in p (unabh. von der Zerlegung):

(Xp» Xp) = 1 falls p = g,

(XP7XZ ) € N07

‘G|Z|C|X0 (

p @pj?m‘, Kontrolle Zmz dim p; = dim V.
¢ ¢
Konjugationsklasse: Cl(a) = {gag™' | ¢ € G} = Bahn von a
unter Konjugationswirkung; die Klassen zerlegen G.
Klassenfunktion: f: G — C konstant auf jeder Konj.klasse. Die
Xx¢ bilden eine ONB des Raums der Klassenfunktionen; insbes. ist
jede Klassenfunktion Linearkombination der Charaktere.
Fundamentalsatz: #{irred. Darst.}/= = #{Konj.klassen} = k.
reguliire Darstellung: C%, preq(9)0n = 6,1, Permutationsdarst.
zur Linkstranslation. xreg(e) = |G|, Xreg(g) = 0 fiir g # e (kein
Fixpunkt).

k

preg = ED(dim pe) - pe,  Xrew = Y (dim pe)xe,
=1 4

k
= 3 (dimp)? = |G.

Also: jede irred. Darst. kommt in preg vor, und zwar dim pg-mal. preg
“enthélt alle Information” {iber G. preg-invariante UR sind genau die
C[G] * ¢, ¢ € C[G] (Gruppenalgebra, Teil 4).

isotypische Komponente Sei (U;)i=; eine Zerlegung von V in
irred. inv. UR. Fir £=1,...,k:

Wy = Z {U¢ | pu; ~ pz}

= Menge der Summen von Vektoren in U; fiir ¢ so, dass py; ~ pe.
Dann V = Wi @---@& Wy, (kanonische Zerlegung), (We, pw,) ~ pg ™.

e . dim Vp —
Projektion: p, = Tel ¢ ZX@(!}) p(g), We
geG
eindeutig, die Zerlegung von Wy in irred. U; nicht.
Charaktertafel: k x k-Matrix x¢(Cp); Zeile 1 = triv, Spalte 1 = [¢]
(Eintrage dim pg).

= im pg. Die W, sind

ko

M- 1
oo

Zeilen (Summe iiber Klassen p) :

)xm(Cp) = bem

161,

xe(Cp)xe(Cq) = 1G] pg
p

Spalten (Summe tber irreps £) :

Insbes. Z Ixe(9))* =
¢

=1

1GI/1CUg)l = 1Za(9)].

Bsp. S3: |G| =6,1>+1°+2° =6:
Ss | [e](1) [(12)](3) [(123)](2)
Xtriv 1 1 1
Xsgn 1 —1 1
XStd 2 0 -1

Bsp. Z,: abelsch, { = 2™/ irred., alle 1-dim, px(a) = (ak7

Tafel = (C**)k.a.

Bsp. Dn: ¢ = ™™ 1-dim: p°(R*S%) = (=1)°*"*; 2-dim:
a La a La a nla

pe(RY) = (Co COM) pe(R S):(C,OMCO ),XPZ(R)—ZCOSQZ ,

Xoo (R*S) = 0; pe = pr—s.

e n ungerade: k = 2 Klassen ({e}, {R**} fiir a = 1
Spiegelungen). Irreps 2 Stiick 1-dim (§ = 0, ¢ = 0,1), 2=
2-dim (£ =1..2 ) Check 1 +1+4- —:271.

o n gerade: k = % + 3 Klassen ({e},{Rn/z},{Ri“}7 zwes Spiege-
lungsklassen) Irreps: 4 Stiick 1-dim, % —1 Stiick 2-dim (£ = 1..5 —1;
£ =0, % sind reduzibel). Check 4 4 4(% — 1) = 2n.

Bsp. Qs und Ds: (beide Ord. 8, 5 Klassen, dim 1,1,1,1,2; Qs-
Klassen {1}, {—1}, {£I},{xJ}, {£K}):

[ (1) (}) 2) (2) @

== alle
Stuck

1
i 1 T 1 1
2| 1 1 1 -1 -1
sl 1 1 -1 1 -1
xal 1 1 -1 -1 1
xs| 2 =2 0 0 0
Bsp. Si: |G| =24, 17412422 4+3°4+3% = 24:
o e (12) (12)(34) (123) (1234)
|Cpl |1 6 3 8 6
Xtriv 1 1 1 1 1
Xewn |1 -1 1 1 -1
Y2 |2 0 2 -1 0
Ysta |3 1 ~1 0o -1
XStd®sgn 3 -1 -1 0 1
Dim. von Homg: dimcHomg(V,V') = (XV,XV')T; V irred.:

dim Homg(V, V) =1 (Schur).

Gegenbsp. (x ist kein Homo) x,(gh) # xp(g)xp(h) 1. A. (tr ist
kein Homo).

Gegenbsp. (x bestimmt p nur bis &) x, = x, = p = p’ gilt
nur fiir vollst. red. Darst. (fiir |G| < oo also stets).

4 Symmetrische Gruppe 5,

Tupelschreibweise: o = (1%33), kurz o = (3,1,4,2) (untere Zei-

le = Bilder).
Zyklenschreibweise: o = (1342): 1 — 3 +— 4+ 2 — 1; Fixpunk-
te weglassen. Jede o ist Produkt disjunkter Zyklen, eindeutig bis auf
Reihenfolge.

Verkniipfung: o7 := o o7 (rechts zuerst!). Bsp. o = (123),
7(1) = 0(2) =3, 07(2) = (1) = 2, 07(3) = 0(3)

=(12): 0 =1
=or=(1 3) analog 7o = (2 3). Also o7 # 70.
Konjugation: (a1 az...ax)0” " = (0(a1)o(az)...o(ax)): konju-

gieren = Eintrdge umbenennen. Daher
T~ 71 & gleicher Zyklentyp,

{Konj .klassen von Sy} <> {Partitionen von n}.

Anzahl = p(n); p(1..10) = 1,2,3,5,7,11, 15, 22, 30, 42.
n!

Klassengrosse: bei m; Zyklen der Linge i: |Ci| = L imimi
(Bahnformel). '
Vorzeichen: sgn(c) = (—1)" #%M" L Zyklus: sgn = (—1)" 1.

ord(c) = kgV der Zyklusldngen.

K-Algebra: K-VR A mit bilinearer Verknilipfung - : A x A — A.
Bsp. (K"*", e): assoziativ, Eins 1, fiir n > 2 nicht kommutativ.
K[S]: ={a:S — K | as # 0 fiir nur endlich viele s} mit Basis
(63)5657 69(t) = (sst~
Gruppenalgebra:

(axb)g:= Z

h,k€G: hk=g

(K[G], *) mit Faltung

ap by - (59 * 0p = 5g*h-

Assoziativ, Eins d.; kommutativ < G abelsch. Jedes a € K[G] ist
a= Z agdy.
9

Partition: \ = (A > ), Z)‘i = n; Young-Diagramm: \;
Kastchen in Zeile i. Young-Tableau: Diagramm mit 1,...,n befillt.

Symmetrisierer: R) Zeilenstabilisator, C\ Spaltenstabilisator des
Tableaus; in C[S,]:

= Z o, ax:= Z sgn(7)dr, cx:i= Sx *ax.

TgER) TEC



Vi := C[Sn] * cx ist preg-invariant, px := (preg)v; -

Satz: py ist irreduzibel; A # X = px 2% par; (pa)a ist vollstindige
Liste. p(ny = triv, pi,... 1) = sgn, pn—1,1) = Std.
Hakenlidngenformel: h,(¢,i) = # Késtchen im Haken (rechts +
unten, inkl. selbst):

n!

[T (D)

dim py =

5 SU(2), SO(3) und Lorentzgruppe
SU@2) =~ 5% A= (;%g) mit |of? + 8% = L.

0: = {herm. spurfreie 2 x 2-Matrizen}, dimg = 3; Frobenius-SP
(X,Y) = S tr(XY).

Pauli: o1 = (9}), 02 =(%7"), 03 = (4 %) sind ONB von Hy;

032' = ]]7 00541 = in—l (Index HlOd 3)

x3 x1—ixg ) :
T1tizy —x3 )lSt

3
Hut / Anti-Hut: ~: R® — Hy, T := ijaj =(
Jj=1
ein orthogonaler Iso (bzgl. {,)s und (,)); Anti-Hut ~:="""": Ho —
]R37 d.h. X ist der Koordinatenvektor von X bzgl. (01,02,03).
Iso SO(Hop) — SO(3): ¢(T):="0oT o, d.h.

Y(T)x = (TE)V : Matrix von T bzgl. (0;).

v ist ein Gruppen-isomorphismus (nutzt det(®LP ') = det L).
Uberlagerung: p : SU(2) — SO(Ho), p(A)X = AXA* (wohl-
def.: AX A" herm. spurfrei; orthogonal wegen Zyklizitit der Spur).
¢ =1 op:SU(2) = SO(3), explizit

p(A)z = (AZA")”,
surjektiv, ker ¢ = {&1}: doppelte Uberlagerung, also
SU(2)/{£1} =2 SO(3).

Fortsetzung auf SL(2,C): H = {herm. 2 x 2}, ~: R* — H,
T =21+ ijaj; detT = (x,7)1,3 ist die Minkowski-Form, in-

J
variant unter X — AXA* fiir A € SL(2,C). Mit pa(z) = (AZA™)":

SL(2,C)/{£1} = SO*(1,3), ker = {£1}.

Lorentzgruppe: 0(1,3) = {A | ATgh = gt g =
diag(1, —1,—1, —1); orthochron: A% > 0; SO*(1,3) = {orthochron,
det =1}. A € O(1,3) < Spalten sind (-, )1,3-orthonormiert.

Satz: (i) A orthochron <«  A(Zy) = Z, (Vorwirtskegel
Zi = {(z,x) > 0,2° > 0}); (ii) 0" (1,3),807(1,3) sind UG; (iii)
S0*(1,3) = 0(1, 3)o.

6 Lie-Algebren

Frobeniusnorm: | X]| := (Z‘mij|2)l/2 = Vtr(X*X); submulti-

2%
plikativ || XY || < || X]|||Y]| = Exp-Reihe konvergiert absolut.

Matrixexponential: Exp(X) = Xk—,k (i) XYy =YX =
£>0

Exp(X+Y) = ExpX ExpY; (i) Exp(X)™' = BExp(—X); (i)

Exp(AXA™'Y) = AExp(X)A™'; (iv) detExpX = €"%; (v)

Exp(X™) = (ExpX)"; (vi) DExp(0) = id, also lokaler Diffeo bei
0 mit Inverser Log.

Gegenbsp. (Exp nicht injektiv) Exp ( (22k _20"’“) ) = 1 fir alle
k € Z; Exp ist nur lokal bei 0 ein Diffeo.

Bsp. Exp: (jeweils die Rechenmethode):

Exp diag(\;) = diag(e’?)

A=SDS™' = ExpA=S(ExpD)S~!

N™=0=ExpN = JZ—,k
k<m

B (2 5) = (5552 )

Exp(6X) = cosf1+sinf X
(z.B. X = ianaj, n e S?)

diagonal
diagbar.

nilpotent

Drehung
X?=-1

Log-Reihe: ||V —1|| < 1: LogY = Z %(Y — 1.

E>1
Einparametergruppe: C'-Homo A : (R,+) — GL(n,K). Bi-
jektion K"*" < {Einparametergr.}, X +— Ax(t) = Exp(tX);

A= X4A=AXa, Xa = A(0).

Lie-Klammer: [-,-]: AX A — A mit (3) bilinear; (i) schiefsymme-
trisch [X, X] = 0; (#1) Jacobi [ X, Y], Z1+[Y, Z], X|+[[Z, X],Y] = 0.
Achtung: 1. A. nicht assoziativ, [[X,Y], Z] # [X,[Y, Z]].
Lie-Algebra: Paar (A4,[,-]): K-VR A mit Lie-Klammer.
Unteralgebra: UVR, abgeschlossen unter [-,-].
L.-Alg.-Homomorphismus: lineares f : A — A" mit f([X,Y]) =
[f(X), f(Y)]; bijektiv = Iso.

Kommutator: [X,Y] = XY —Y X ist Lie-Klammer auf K"*" (bzw.
[S,T) = ST — TS auf EndV).

Ableitung: M, N Untermannigf., f : M — N, z0 € M, X € T, M:
wéhle Weg v in M mit y(to) = o, ¥(to) = X; dann

Lie-

d
Df(zo)X :=—|  f(4(1) € Ty N
t=to
(unabhéngig von ), linear. Kettenregel D(g o f)(z) =
Dg(f(2))Df(x); f linear = Df(x) = f.
Bsp. Ableitungen: Ddet(4)X = det(A)tr(A™"'X), speziell
Ddet(1) = tr; Inversion I(A) = A™": DI(A)X = —A'XA™",

DI(X = —X; g(A) = ATA: Dg(1)X = X + X7; g(A) = A" A:
Dg(1)X = X + X™; DExp(0) = id.

LieG: := (ThG,[-,-]), reelle Lie-Algebra; TvG = {i(0) | =
Weg in G, z(0) = 1}, dimgLieG = dimG. Abgeschlossenheit:
X,Y € TG = [X,Y] € T1G (darum iiberhaupt Lie-Algebra).
Berechnung: X € LieG < Exp(tX) € G fiir alle t € R (Bedin-
gung hinschreiben, bei ¢ = 0 nach t ableiten); ist G = g~ '(c) mit
Dg(1) surjektiv, so Lie G = ker Dg(1).

al(n, K) K™ n® (R), 2n* (C)
sl(n,R) {tr X =0} n®—1
sl(n,C) {tr X =0} 2n° — 2
o(n) = so(n) {XT = -X} alnl)
u(n) {X* =-X} n®
su(n) {(X*=-X,tr X =0} n°—-1
sp(2n) {(XTQ+0x =0} n@2n+1) 1
50(3) = (R% x): Das Kreuzprodukt ist eine Lie-Klammer, und
® : R® — 50(3) mit ®(z)y = = X y ist ein Lie-Algebren-Iso.
Basis von su(2): t; := io; (anti-herm., spurfrei), [t;, ;] = —2e4xtx,
z. B. [tl,tz] = —2t3.
Basis von sl(2,C): h=(§ %), e=(38), f=(99):
[h,e] =2e, [h,fl==2f, [e, f]=h

Riickweg g — G: Exp(g) C G, und Exp ist bei 0 eine glatte Ein-
bettung (liefert Umgebung von 1 in G). Ferner

Go = {Exp(X1)---Exp(Xk) | k € No, X; € g},

also bestimmt g nur die Zusammenhangskomponente der Eins. Exp :
g — Go ist surjektiv fiir kompakte G (und fiir U(n), GL(n, C)).
Gegenbsp. (Exp nicht surjektiv) SL(2,R) ist zshgd., aber
diag(c, ¢ ") ¢ Exp(sl(2,R)) fiir ¢ € (—1,0).

BCH (3. Ordnung):

Log(Exp X ExpY)=X+Y + %[X, Y]
+ X XY+ SV Y X+ O() - 1)

7 Darstellungen von Liegruppen

Darstellung: p: G — Aut(V) Homo, glatt, dimV < oo. Fiir Ho-
mos von Liegruppen: stetig < glatt.

Darst. einer Lie-Algebra: Paar (V,7), 7: A — EndV K-linear
mit [7(X),7(Y)] = 7([X,Y]). Invarianz, Irreduzibilitit, vollst. Redu-
zibilitdt wie bei Gruppen.

U(1): pn(z) = 2", n € Z: vollsténdige Liste der irred. Darst.
SU(2): V,, = {homogene Polynome vom Grad n in 21, 22}, dim V,, =
n+1, pn(A)p = p(A™"). (Vi, pn)nen, ist die vollstindige Liste der
irred. Darst.

herm. SP (Satz 7.9(ii)): (,), ist das eindeutige hermitesche SP
auf V,,, bzgl. dessen die Vektoren

212y

Z = m=20,...,n,

m! (n —m)!’
orthonormal sind; bzgl. {,), ist p, unitdr (bis auf positive Konstante
eindeutig).

Physik: Spin s =n/2 € %NO, Spinzustand = komplexe Gerade in Vas;
pn(—A) = (=1)"pn(A).



SO(3): Fiir gerades n faktorisiert p, tiber ¢: p,,(R) := pn(A) fir
A € ¢ " (R) (wohldef., da ¢ '(R) = {£A} und p.(—A) = pn(A)).
(Va, Pn)n gerade ist die vollstdndige Liste der irred. Darst. von SO(3);
Dimensionen n + 1 ungerade, zu jedem ungeraden m genau eine.
Induzierter Homo: ¢. := Dp(1) : LieG — LieG’ ist ein Lie-
Algebren-Homo. ps : g — End V ist Lie-Alg.-Darstellung (Standard-
darst.: p.(X)v = Xv).
Adjungiert: Ad(A) := Dca(1l) = Calg € Aut(g), Ca(Yy) =
AY A" ad := Ad., ad(X)Y = [X,Y].
Exp vertauscht:

@ o Exp = Exp oy,

©(Exp X1 ---Exp Xx) = Exp(p«X1) - - - Exp(« Xi).

Eindeutigkeit (7.17(ii)): G wegzshgd.: v« = ¥« = ¢ = . Indu-
zierte gleich = die Homos selbst gleich (folgt aus Go-Erzeugung).
Hilfssatz 7.24: G wegzshgd.: W C V ist p-invariant <  p.-
nvariant.

Satz 7.23: G wegzshgd.: (i) p irred. < p. irred.; (ii) p vollst. red.
< p« vollst. red.

Komplexifizierung: Jedes Z € sl(n,C) hat eine eindeutige Zerle-
gung Z = X 4+ 1Y mit X,Y € su(n). Fir komplexe Darst. 7 von
su(n) ist 7¢(2) := 7(X) + i7(Y) komplex-linear auf sl(n,C), und 7
irred. & 7¢ irred. Briicke: SU(2) ~ su(2) ~ sl(2,C).
sl(2,C)-Darst.: H = 7(h),E = 7(e),F = 7(f) <> Tripel mit

[H,E| = 2FE, [H,F] = —2F, [E,F] = H. Hochstes Gewicht A,
Vv = Fkvoz
Hvk = ()\ — 2k)vk, Evo = 0,
Fv, = k(A —k+ I)Uk_l, Fup = vk

Klassifikation: Auf C™™' mit Basis eo, ..., en:

Hypep = (n — 2k)er, Ener =k(n+1—k)ek—1,

FEneo = 0, Fhe, =0.

Tn irreduzibel, dim = n + 1; (7n)nen, vollstdndige Liste der irred.
komplex-linearen Darst.

Gegenbsp. (g bestimmt G nicht) su(2) 2 s0(3), aber SU(2) #
SO(3); ebenso LieO(n) = LieSO(n), da SO(n) = O(n)o. Konse-
quenz: py faktorisiert iiber SO(3) < pn(—1) =id <& n gerade;
halbzahliger Spin lebt nur auf SU(2).

8 Lineare Algebra & niitzliche Formeln

injektiv/surjektiv: f : X — Y injektiv = f(z) = f(2') =
x = z'; surjektiv = Vy3r : f(x) = y; bijektiv = beides. Bsp.
exp : C — C\ {0} ist surjektiv, aber nicht injektiv (2wi-periodisch);
exp : R — (0, 00) ist bijektiv.

EW/EV: Av =X, v#0. trA=> X, detA =[]\ (mit Viel-
fachheit). Ahnliche Matrizen (A" = SAS™") haben gleiche EW, tr,

det. EV zu verschiedenen EW sind linear unabhéngig; n verschie-
dene EW = diagbar. A diagbar. < es gibt eine Basis aus EV

& A= SDS'; damn A" = SD"S™' ExpA = S(ExpD)S™'. A
EW von A = ¢* EW von Exp A.

Spektralsatz (C): A € C™*" normal (AA™ = A"A) & A ist
unstar diagonalisierbar (A = UDU™, ONB aus EV). Spezialfille: A

hermitesch (A* = A) = EW reell; A unitir = EW auf S'; A anti-
herm. = EW rein imaginér.

Frer = ept+1 (k< n),

Spektralsatz (R): A € R™*" symmetrisch < orthogonal diagona-
lisierbar (A = ODO™, D reell). A € SO(n): Blockdiagonalform aus
Drehblécken R(p) und 1’en.

Inverse 2 x 2: (‘L’;Z)Azﬁ( 4.
ad — be

Umkehrsatz: D f(p) invertierbar = f lokaler Diffeo bei p (ange-
wandt auf Exp bei 0).

Spur: tr(AB) = tr(BA), tr(SAS™') = trA = x, Klassenfkt.;
tr(A®@ B) =trA-trB.

Tensor/Summe: dim(V W) =dimV +dimW, dim(V @ W) =
dim V - dim W, dim(V/W) = dimV — dim W, |G/H| = |G|/|H].

n—1
Einheitswurzeln: ¢ = ¢*™/™: Z ¢"* = n falls n | k, sonst 0 (geom.
a=0
Summe). Das ist die Orthogonalitét fir Z,,.
m—1
Geom. Reihe: Z ¢ = q;n%ll (g #1); qu = l%q (lg| < 1).
k=0 k>0
Homogene Polynome: Grad d in z1,...,2m: Basis 2%, |a| = d,

dim = <d+m_1>;fﬁrm:2: dim = d + 1.
m—1

n n n—1
P I: Zeil Ei =0,... i ; =
asca eile n, Eintrag k = 0,...,n ist (k)’ <k> (k _ 1) +

)

n=0|1

111 1

21 21

3|1 331

41 4 6 4 1

5/1 5 10 10 5 1

6/1 6 15 20 15 6 1
Permutationsdarst.: G > X endlich, V = C*: xp(g) =

|Fix(g)| (Diagonaleintrige der Permutationsmatrix). Bsp. S, >
{1.n}: (X, Xtriv) = 1 = C" = triv & Std.

Zentralisator /Zentrum: Zg(a) = G, (Stab. bzgl. Konjugation)
= |Cl(a)| = |GI/|Za(a)l; Z(G) = {g | gh = hg ¥R}, g € Z(G) &
|Cl(g)] = 1.

Kreuzprodukt: z X (yxz) = (z-2)y—(z-y)z; (£ XY)i = €ij6T;Yk-
Levi-Civita: ¢ total antisym., €123 = 1; €ik€im =
0jmOki. Kronecker: Z(;»L'jaj = a;.

6jl5km

J
Rangsatz: T :V — W linear: dimV = dimker T+ dimim T'. (Da-
mit: A*¢ = ¢, ¢ nicht ausgeartet = A invertierbar.)
Jordan-Normalform: Jedes A € C™*™ ist A = SJS ™! mit J obere
Dreiecksmatrix aus Jordanblcken. (Damit: GL(n, C), SL(2, C) wegz-
shed.)

Gram-Schmidt / QR: Jedes A € GL(n,R) ist A = QR mit
@ € O(n), R obere Dreiecksm. mit positiver Diagonale. (Damit:
GL(n,R) hat 2 Komponenten.)

orth. Komplement: W* = {v | (v,w) = 0 Vw € W}, V =
W e Wt dimW* =dimV — dim W. (Beweis von “unitir = vollst.
reduzibel”.)

Untermannigfaltigkeit: M = gfl(c)7 Dy surjektiv auf M = M
glatt, T, M = ker Dg(p), dim M = dim Def.— dim Ziel.



